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A. MỞ ĐẦU 


I. Lời nói đâu 

Trong môn toán ở trường phố thông phần hình học không gian giữ một vai trò, vị trí 
hết sức quan trọng. Ngoài việc cung cấp cho học sinh kiến thức, kĩ năng giải toán hình học 
không gian, còn rèn luyện cho học sinh đức tính, phẩm chất của con người lao động mới: 
cấn thận, c hính xác, có tính kỉ luật, tính phê phán, tính sáng tạo, bồi dưỡng óc thấm mĩ, tư 
duy sáng tạo cho học sinh. 

Tuy nhiên trong quá trình giảng dạy tôi nhận thấy học sinh lớp 11 rất e ngại học môn 
hình học không gian vì các em nghĩ rằng nó trừu tượng, thiếu tính thực tế. Chính vì thế mà 
có rất nhiều học sinh học yếu môn học này, về phần giáo viên cũng gặp không ít khó khăn 
khi truyền đạt nội dung kiến thức và phưong pháp giải các dạng bài tập hình học không 
gian. 


Hình học không gian là một phần rất quan trọng trong nội dung thi đại học của Bộ 
giáo dục, nếu học sinh không nắm kỹ bài thì các em sẽ gặp nhiều lúng túng khi làm hai câu 
trong về hì nh học không gian trong đề thi đại học. 

Qua nhiều năm giảng dạy môn học này tôi cũng đúc kết được một số kinh nghiệm 
nhằm giúp các em tiếp thu kiến thức được tốt hơn, từ đó mà chất lượng giảng dạy cũng như 
học tập của học sinh ngày được nâng lên. Do đây là phần nội dung kiến thức mới nên nhiều 
học sinh còn chưa quen với tính tư duy trừu tượng của nó, nên tôi nghiên cứu nội dung này 
nhằm tìm ra những phương pháp truyền đạt phù hợp với học sinh, bên cạnh cũng nhằm tháo 
gỡ những vướng mắc, khó khăn mà học sinh thường gặp phải với mong muốn nâng dần chất 
lượng giảng dạy nói chung và môn hình học không gian nói riêng. 

Từ lý do trên tôi đã khai thác, hệ thống hóa các kiến thức, tổng hợp các phương pháp 
thành một chuyên đề: “Các dạng Toán về quan hệ vuông góc trong không gian ” 

II. Cơ sở lý thuyết 

2.1. Các định nghĩa 

+) Định nghĩa 1 : Hai đường thẳng được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng 
bằng 90°. a _L b <=> ( a,b ) = 90° 
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+) Định nghĩa 2: Một đường thẳng được gọi là vuông góc với mặt phẳng nếu nó vuông góc 
với mọi đường thẳng nằm trong mặt phẳng đó. a _L (a) <=> Vb d (a) :a -Lb 

+) Định nghĩa 3: Hai mặt phẳng được gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng bằng 
90°. (a)l(/3)^((a),(j3)) = 90°. 


+) Định nghĩa 4: Góc giữa hai đường thẳng a và b là góc giữa hai đường thẳng a’ và b’ cùng 
đi qua một điểm và lần lượt song song (hoặc trùng) với a và b. 

+) Định nghĩa 5: 

. Nếu đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (a) thì ta nói rằng góc giữa đường thẳng a và 
mặt phẳng (a) bằng 90°. 

. Neu đường thắng a không vuông góc với mặt phang (a) thì góc giữa a và hình chiếu a’ của 
nó trên mặt phẳng (a) gọi là góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (a). 

+) Định nghĩa 6. Góc giữa hai mặt phẳng là góc giữa hai đường thẳng lần lượt vuông góc 
với hai mặt phăng đó. 

+) Định nghĩa 7: Khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng (a) (hoặc đến đường thẳng A) là 
khoảng cách giữa hai điểm M và H, trong đó H là hì nh chiếu vuông góc của M trên mặt 
phẳng (a) (trên đường thẳng A). 

+) Định nghĩa 8: Khoảng cách giữa đường thẳng a đến mặt phẳng (a) song song với a là 
khoảng cách từ một điểm nào đó của a đến mặt phẳng (a). 

+) Định nghĩa 9. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song là khoảng cách từ một điểm 
bất kỳ của mặt phang này đến mặt phang kia. 

+) Định nghĩa 10: Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau là độ dài đoạn vuông góc 
chung của hai đường thẳng đó. 
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2.2. Các định lý thường được sử dụng 


cinh ' 

Định lý 1: a,bcz ( p ) 1 => d _L (P) 

d±a,d±b\ 

a<=(P) 1 

Định lý 2: d _L(P) l=></_Lữ 

Va c= (P)J 


lý 3: + 


dLự) 

d'lld 


>d'±(P) 


d -L (P) J 


> d 1.(0) 


d//(P) 
d'±(P ). 


>d'Ld 


d ±(P)1 

Định lý 4: , ' 1 => (P) 1 (Ổ) 

rfc(Ổ)J 


Định lý 5 : 


(P)HQ) 

(P)n(Q) = A 

<*C(P) 

dlA 


=>d 1. (Q) 


(P)n(Q) = Aj 

Định lý 6. (P) UR) l=> A _L (P) 

(Ô)l(«) J 
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B. NỘI DUNG 


I. Chứng minh đường thẳng vuông góc với mặt phẳng, đường thẳng vuông góc 
với đường thẳng, mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng. 

1.1. Dạng 1: Chứng minh đường thẳng vuông góc vói mặt phẳng 

1.1.1. Phương pháp: Ta thường vận dụng định lý 1 để chứng minh. Hoặc sử dụng định lý 3, 
định lý 5, định lý 6 trong một so trường hợp đặc biệt 

1.1.2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giácvvuông tại c, SA _L {ABC) 

a) Chứng minh rằng: BC _L ( SAC) 

b) Gọi E là hì nh chiếu vuông góc của A trên SC. Chứng minh rằng: AE _L (SBC) 

c) Gọi mp(P) đi qua AE và vuông góc với (SAB), cắt SB tại D. Chứng minh rằng: 

SB JL (P) 

d) Đường thẳng DE cắt BC tại F. Chứng minh rằng: AF _L (SAB) 

Giải: a) Ta có: BC _L AC ( gt) (1) s 


b) Ta có: AE1SC (3) (gt) 


Theo a) BC 1 (SAB) =>AE1BC (4) 


Từ (1) và (2) suy ra: 


Mặt khác, vì 



BCl(SAB) 





Từ (3) và (4) suy ra: AE _L (SBC) 


F 
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c) Ta thấy: (P) = ( ADE ) 

Theo b) AE _L (SBC) => BC _L AE (5) 


Trong mp(ADE) kẻ EH _L AD,H e AD. Vì 
(ADE)l(SAB) j 

(ADE) n (SA5) = Ad[=>EH± (SAB) ->SB±EH (6) 
EH ±AD ] 

Từ (5) và (6) suy ra: SB _L ( ADE ) hay SB _L ( p) 


d) Từ 


SA 1 (ABC) Ị 
AF c= (A5C)J 


_L 5!A (7) 


Theo c) 57? _L (ADE) => Ai 7 _L (8). Từ (7) và (8) suy ra: AF _L ( SAB) 

Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình vuông, tam giác SAB là tam giác đều, 
(SAB) _L ( ABCD ). Gọi I, F lần luợt là trung điểm của AB và AD. Chứng minh rằng: 

FC 1 (, SID ) 
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Từ (1) và (2) suy ra: FC _L (SID) 


1.2. Dạng 2: Chứng minh hai đường thẳng vuông góc 

1.2.1. Phương pháp'. Ta thường sử dụng định lý 2 hoặc là các cách chứng minh vuông góc 
có trong hình học phang 

1.2.2. Các ví dụ mẫu: 


Ví dụ 1: (D-2007) Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là hì nh thang vuông tại A và B, 
SA L (ABCD ), AD=2a, 


AB=BC=a. Chứng minh rằng: 
tam giác SCD vuông 


Giải: Ta có: 

SA JL ( ABCD ) ì 
CD c= (ABCD )I 


=>SA±CDỢ) 


+ Gọi I là trung điểm của AD. Tứ 
giác ABCI là hì nh vuông. Do đó, 

ACI = 45°(*). Mặt khác, ACID 
là tam giác vuông cân tại I nên: 


s 



BCI = 45° (*). 


Từ (*) và (**) suy ra: ACD = 90° hay AC _L CD (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: CD _L ( SAC ) => CD _L sc hay ASCD vuông tại c 

Ví dụ 2: (B-2007) Cho hình chóp đều S.ABCD đáy ABCD là hình vuông, E là điểm đối 
xứng của D qua trung điểm SA Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AE và BC. CMR: 
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IM II BE 


Mặt khác, 


=> IM / !P0{*) 


BE/IPOị 

Mà PO _L Z?D(**) (vì: BPD là tam giác cân tại p và o là trung điểm của BD) 

Từ (*) và (**)ta có: BD _L IM( 2) 

Từ (1) và (2) ta có: BD _L ( IMN ) => BD _L MN 
Các điểm cần chú ý khi giải vỉ dụ 2 . 

+ Chọn mp(IMN) với I là trung điểm của AB (vì BD _L AC nên chọn mp chứa MN và 
vuông góc với BD là mp(IMN)) 

+ Sử dụng các giả thiết trung điểm để chứng minh song song. 



Ví dụ 3: (A-2007) Cho hì nh chóp S.ABCD đáy ABCD là hì nh vuông, tam giác SAD đều, 
(SAD) _L ( ABCD ). Gọi M, N, p lần luợt là trung điểm của SB, BC và CD. Chứng mi nh 
rằng: AM _L BP 

s 

Giải: Gọi I là giao diểm của AN và BP, H 


Xét hai tam giác vuông ABN và BCP có: 
AB=BC, BN-CP. Suy ra, 

AABN = A BCP 

=> BAN = CBP,ANB = BPC mà 

BAN + ANB = 90° => CBP + ANB = 90° D 

hay AN _L BP (1) 


là trung điếm của AD, K là giao điếm của 
AN và BH. 



p 


B 


c 
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Mặt khác, tứ giác ABNH là bì nh chử nhật nên K là trung điểm của HB hay MK / /SH(**) 
Từ (*) và (**) suy ra: BP JL MH( 2) 


Từ (1), (2) suy ra: BP JL ( AMN ) ^ BP1 AM 

1.3. Dạng 3: Chứng minh hai mặt phẳng vuông góc 

1.3.1. Phương pháp: Sử dụng định lý 3 

1.3.2. Các ví dụ mẫu: 


Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD 
là hình thoi, SA=SC. Chứng minh rằng: 
c SBD ) 1 ( ABCD) 

Giải:+ Ta có: AC _L BD (1) (giả thiết) 

+ Mặt khác, SO _L AC (2) ( SAC là tam giác 
cân tại Avà o là trung điểm của AC nên so 
là đường cao của tam giác) 

+ Từ (1) và (2) suy ra: AC _L ( SBD) mà 
AC c= ( ABCD) nên ( SBD) JL ( ABCD) 


s 



Ví dụ 2: (B-2006) Cho hì nh chóp S.ABCD có đáy ABCD lả hì nh chữ nhật, AB=a, 

AD = a V 2 , SA _L ( ABCD ). Gọi M là trung điểm của AD, I là giao điểm của AC và BM. 


Chứng minh rằng: ( SAC) _L ( SMB) 

Giải: 

+ Ta có: SA_L ( ABCD) => SAI. BM (1). 

+ Xét tam giác vuông ABM có: 

tan AMB = —— = \Ỉ2 . Xét tam giác vuông 


S 
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cot AIM = cot(180° - (AMB + CAD )) = 

CD 1 

ACD có: tan CAD = —— = —=. Ta có: = cot (AMB + CAD) = 0 
AD 4Ĩ 

=ì >AIM =90° 

Hay BM1AC (2). 

+ Từ (1) và (2) suy ra: BM _L ( SAC ) mà BM c ( SAC ) nên ( SAC ) _L ( SMB ) 

1.4. Bài tập: 

Bài tập 1: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a. Gọi I là trung điểm 
của BC, D là điểm đối xứng với A qua I, SD _L {ABC), SD = a . Chứng minh rằng: 

a) (SBC) _L (SAD) 

b) (SAB)±(SAC) 

Bài tập 2: Cho hình chóp SABCD, có đáy là hình vuông tâm o. SA _L (ABCD). Gọi H, I, 
K lần lượt là hình chiếu vuông góc của A trên SB, sc, SD. 

a) CMR: BC JL (SAB), CD 1 (SAD), BD JL (SAC). 

b) CMR: AH, AK cùng vuông góc với sc. Từ đó suy ra 3 đường thẳng AH, AI, AK 
cùng nằm trong một mặt phẳng. 

c) CMR: HK 1 (SAC). Từ đó suy ra HK 1 AI. 

Bài tập 3: Cho tứ diện SABC có tam giác ABC vuông tại B; SA _L (ABC). 

a) Chứng minh: BC JL (SAB). 

b) Gọi AH là đường cao của ASAB. Chứng minh: AH _L sc. 

Bài tập 4: Cho hình chóp SABCD, có đáy ABCD là hình thoi tâm o. Biết: SA = sc, SB = 
SD. 

a) Chứng minh: so _L (ABCD). 
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b) Gọi I, J lần lượt là trung điểm của các cạnh BA, BC. CMR: IJ _L (SBD). 

Bài tập 5: Cho tứ diện ABCD có ABC và DBC là 2 tam giác đều. Gọi I là trung điểm 
của BC. 

a) Chứng minh: BC _L (AID). 

b) Vẽ đường cao AH của AAID. Chứng minh: AH _L (BCD). 

Bài tập 6: Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc với nhau. Gọi H là hình 
chiếu vuông góc của điểm o trên mp(ABC). Chứng minh rằng: 

a) BC _L (OAH). 

b) H là trực tâm của tam giác ABC. 

c) 1 _ 1 Ị 1 Ị 1 

OH 2 - OA 2 OB 2 oc 2 

d) Các góc của tam giác ABC đều nhọn. 

Bài tập 7: Cho hình chóp SABCD, có đáy là hình vuông cạnh a. Mặt bên SAB là tam 
giác đều; SAD là tam giác vuông cân đỉnh s. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và 
CD. 


a) Tính các cạnh của ÀSIJ và chứng minh rằng SI _L (SCD), SJ _L (SAB). 

b) Gọi H là hình chiếu vuông góc của s trên IJ. CMR: SH _L AC. 

c) Gọi M là một điểm thuộc đường thẳng CD sao cho: BM _L SA. Tính AM theo a. 

Bài tập 8: Cho hình chóp SABCD có đáy là hình vuông cạnh a, mặt bên SAB là tam giác 
đều và sc = a \fĩ . Gọi H và K lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và AD. 

a) CMR: SH 1 (ABCD). 

b) Chứng minh: AC _L SK và CK _L SD. 
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Bài tập 9: Cho hình chóp SABCD, có đáy là hình chữ nhật có AB = a, BC = a Vã, mặt 
bên SBC vuông tại B, mặt bên SCD vuông tại D có SD = a V5 . 

a) Chứng minh: SA _L (ABCD) và tính SA. 

b) Đường thẳng qua A và vuông góc với AC, cắt các đường thẳng CB, CD lần lượt 
tại I, J. Gọi H là hình chiếu của A trên sc. Hãy xác định các giao điểm K, L của SB, 
SD vớimp(HIJ). CMR: AK 1 (SBC), AL1 (SCD). 

c) Tính diện tích tứ giác AKHL. 

Bài tập 10: Gọi I là 1 điểm bất kì ở trong đường tròn (0;R). CD là dây cung của (O) qua 
I. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng chứa đường tròn (O) tại I ta lấy điểm s với 
os = R. Gọi E là điểm đối tâm của D trên đường tròn (O). Chứng minh rằng: 

a) Tam giác SDE vuông tại s. 

b) SD 1 CE. 

c) Tam giác SCD vuông. 

Bài tập 11: Cho ÀMAB vuông tại M ở trong mặt phẳng (P). Trên đường thẳng vuông góc 
với (P) tại A ta lấy 2 điểm c, D ở hai bên điểm A. Gọi C' là hình chiếu của c trên MD, 
H là giao điểm của AM và CC'. 

a) Chứng minh: CC' _L (MBD). 

b) Gọi K là hình chiếu của H trên AB. CMR: K là trực tâm của ABCD. 

Bài tập 12: Cho tam giác đều ABC, cạnh a. Gọi D là điểm đối xứng với A qua BC. Trên 
đường thẳng vuông góc vơi mp(ABC) tại D lấy điểm s sao cho SD = a Vó . Chứng minh 
hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) vuông góc với nhau. 

Bài tập 13: Cho hình tứ diện ABCD có hai mặt (ABC) và (ABD) cùng vuông góc với đáy 
(DBC). Vẽ các đường cao BE, DF của ABCD, đường cao DK của AACD. 

a) Chứng minh: AB _L (BCD). 
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b) Chứng minh 2 mặt phẳng (ABE) và (DFK) cùng vuông góc với mp(ADC). 

c) Gọi o và H lần lượt là trực tâm của 2 tam giác BCD và ADC. CMR: OH _L 
(ADC). 

Bài tập 14: Cho hình chóp SABCD, đáy ABCD là hình vuông, SA 1 (ABCD). 

a) Chứng minh (SAC) JL (SBD). 

b) Gọi BE, DF là hai đường cao của ASBD. CMR: (ACF) 1 (SBC), (AEF) 1 (S AC). 

Bài tập 15: Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA 1 (ABCD). 
Gọi M, N là 2 điểm lần lượt ở trên 2 cạnh BC, DC sao cho BM = ^, DN = ^. Chứng 
minh 2 mặt phẳng (SAM) và (SMN) vuông góc với nhau. 

Bài tập 16: Cho tam giác ABC vuông tại A. Vẽ BB' và CC' cùng vuông góc với 
mp(ABC). 

a) Chứng minh (ABB') 1 (ACC). 

b) Gọi AH, AK là các đường cao của AABC và AAB'C'. Chứng minh 2 mặt phẳng 
(BCC'B') và (AB'C') cùng vuông góc với mặt phẳng (AHK). 

Bài tập 17: Cho tam giác ABC vuông tại A có AB = c, AC = b. Gọi (P) là mặt phẳng qua 
BC và vuông góc với mp(ABC); s là 1 điểm di động trên (P) sao cho SABC là hình chóp 

có 2 mặt bên SAB, SAC hợp với đáy ABC hai góc có số đo lần lượt là a và -^~ a • Gọi 
H, I, J lần lượt là hình chiếu vuông góc của s trên BC, AB, AC.. 

a) Chứng minh rằng: SH 2 = HI.HJ. 

b) Tìm giá trị lớn nhất của SH và khi đó hãy tìm giá trị của a. 

Bài tập 18: Cho hình tứ diện ABCD có AB = BC = a, AC = b, DB = DC = X, AD = y. Tìm 
hệ thức liên hệ giữa a, b, X, y để: 

a) Mặt phẳng (ABC) X (BCD). 


13 




Các dạng Toán về quan hệ vuông góc trong không gian 


b) Mặt phẳng (ABC) JL (ACD). 

Bài tập 19: Cho hình chóp SABCD, đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA 1 (ABCD) ; M 
và N là hai điểm nằm trên các cạnh BC, CD. Đặt BM = X, DN = y. 

a) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để hai mặt phẳng (SAM) và (SMN) vuông 
góc với nhau là MN _L (SAM). Từ đó suy ra hệ thức liên hệ giữa X và y. 

b) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để góc giữa hai mặt phẳng (SAM) và 
(SAN) có số đo bằng 30° là a(x + y) + Vã Xy = a 2 V 3 . 


Bài tập 20: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm I cạnh a và có góc A 
bằng 60°, cạnh sc « Y và sc 1 (ABCD). 


a) Chứng minh (SBD) 1 (SAC). 

b) Trong tam giác SCA kẻ IK 1 SA tại K. Tính độ dài IK. 


c) Chứng minh BKD = 90° và từ đó suy ra (SAB) _L (SAD). 

II. Các dạng toán về góc 

2.1. Dạng 1: Góc giữa hai đường thẳng 

2.1.1. Phương pháp xác định góc giữa hai đường thẳng avà b chéo nhau 

Cách 1: (a,b)=(a’,b’) trong đó a’, b’ là hai đường thẳng cắt nhau và lần lượt song song với a 
và b. Tức là, chọn ra hai đường thẳng cắt nhau và lần lượt song song với a và b 


Cách 2: (a,b)=(a,b’) trong đó b’ là 
đường thẳng cắt đường thẳng a và song 
song với b. Tức là chọn trên a (hoặc b) 
một điểm A rồi từ đó chọn một đường 
thẳng qua A và song song với b (hoặc a) 

*) Chú ý: Các định lý hay sử dụng 

2.1.2. Các ví dụ mẫu: 



B 


c 
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Ví dụ 1: Cho hì nh chóp S.ABCD có đáy là hì nh thoi cạnh a, SA = ay/3,SA _L BC . Tính góc 
giữa hai đường thẳng SD và BC? 

, , BC//AD) _ „ _ 

Giải: Ta có: BC//AD và ~ SAD = 90°. Do đó, 

SA1BC J 

(SD, BC ) = ( SD , AD ) = m4. 


SA r 

Xét tam giác vSAD vuông tại A ta có: tan SDA = —— = v3 => ẴDA = 60° 

AD 


Vậy góc giữa hai đường thẳng SD và BC bằng 60° 

Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD có AB=CD=2a. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BC và 
AD, MN = aV3. Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD? 


Giải: Gọi I là trung điểm của BD. Ta có: 

IN//AC) 

i ( AB,CD ) = ỰM,IN). 

imí/cdỊ 

Xét tam giác IMN có: 

IM =IN = a,MN = ay/ 3 . Do đó, 
2a 2 -3a 2 1 

2 a 2 2 

=> MIN = 120° 

Vậy: (AB , CZ)) = 180° -120° = 60° 

Các điểm cần chú ỷ khi giải ví dụ 2 : 



+ Việc tìm góc giữa hai đường thẳng AB và CD thông qua góc giữa hai đường thẳng IM và 
IN nhờ vào giả thiết MN = ũy/3 


+ Một số em đồng nhất (IM, IN) = MIN là chưa chính xác mà (IM,IN) = 


MIN 

180° - MIN 


Đến đây ta có thể giải quết theo hai hướng: 
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- Chứng minh góc MIN > 90° 

- Tính ra cụ thể góc MIN rồi sau đó dựa vào giá trị của góc MIN để kết luận về giá trị của 
góc giữa hai đuờng thẳng AB và CD 

Ví dụ 3: (A-2008) Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’ có độ dài cạnh bên bằng 2a, đáy ABC là 
tam giác vuông tại A AB = a, AC = dyj 3 . Hình chiếu vuông góc của A’ lên mp(ABC) là 
trung điểm của BC. Tính cosin của góc giữa hai đuờng thẳng AA’ và B’C’? 

Giải: Gọi H là trung điểm của BC 

Ta có: C' 


Xét tam giác A’B’H có 
A' = 90°,A'B' = a , 


Hay, 

cos( AA \B'C') = cos (BBBD ) = 


= cos HBB'\ 



= {BB\BD) 


A 



A'H = \l AA' 2 - AH 2 



Do đó, cos HBB ' = 


BH 2 + BB a - HB' 2 _ 1 
2.BH.BB' - 4 


Vậy cos(AA',B'C') = ịcosHBB'\ 


Các điểm cần chú ỷ khi giải ví dụ 3 . 


+ Áp dụng cách 1 để giải bài toán này 
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+ Điểm mấu chốt của bài toán này là tìm ra được độ dài của HB’ thông qua nhận xét A’H 
vuông góc với mp(A’B’C’) 


2.2. Dạng 2: Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 

2.2.1. Phương pháp xác định góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (P) 

+ Tim I = dc\ ( P) 

+ Tìm A thuộc d kẻ AH vuông góc với (P) 

+ ( d,(P)) = AIH 

2.2.2. Các ví dụ mẫu: 

Ví dụ 1: Cho hì nh chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, ( SAB ) _L ( ABCD ), 
H là trung điểm của AB, SH=HC, SA=AB. Tính góc giữa đường thẳng sc và mặt phẳng 
(ABCD) 

Giải: + Ta có: AH = ]-AB = ^-, 

2 2 

SA = AB = a, 

SH = HC = JbH 2 +BC 2 = . 

2 

Vì SA 2 + AH 2 = = AH 2 nên tam 

4 

giác SAH vuông tại A hay SA _L AB mà 
0 SAB ) JL ( ABCD ) . Do đó, 

SA _L ( ABCD) và AC là hình chiếu 
vuông góc của sc lên mp(ABCD). 

+ Ta có: ( SC,(ABCD )) = SCA, tan SCA = . Vậy góc giữa đường thẳng sc và 

_ t ỉ ..V2 

mặt phăng (ABCD) là góc có tang băng —. 


S 
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Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với mặt 
phẳng đáy, SA = d\Ỉ6 . Tính sin của góc giữa: 

a) SCvà(SAB) 

b) AC và (SBC) 

Giải: 

a) Ta có: BC X AB (gt) và SA X BC (vì 
SA X ( ABCD )) => BC 1 (SAB) do 
đó: SB là hình chiếu vuông góc của sc 
trên mp(SAB) => (SC, (SAB)) = BSC. 

Ta có: 

=^> sin(SC,(SAB)) = sinổSC = 

BC a y/ĩ ■ 

“sc“Vsa 2 + ac 2 “V 

b) + Trong mp(SAB) kẻ 

AH _L SB (HeSB). Theo a) B c 

BC X ( SAB ) ^AHXBC nên 

AH X (SBC) hay CH là hì nh chiếu vuông góc của AC trên mp(SBC) 

=> (AC,(SBC)) = ACH. 

\ 117 

+ Xét tam giác vuông SAB có: - = —-T- + —“T = —r => AH 

MI AB 2 SA 2 6a 2 

+ Vậy sin(AC, (SBC)) = sin ACH = A J C = 

2.3. Dạng 3: Góc giữa hai mặt phẳng 
2.3.1.Phương pháp xác định góc giữa hai mặtphẳng cắt nhau (P) và (Q) 

+ Tim giao tuyến ( p) n ( Q ) = A 

+ Trong (P) tìm a vuông góc với À, trong (Q) tìm b vuông góc với À và a,b cắt nhau tại I 
+ ((P),(Q))=(a,b) 
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Chú ỷ: Trong một số trường hợp nếu chỉ yêu cầu tính góc giữa hai mặt phang thì chúng ta 
có thể áp dụng công thức hình chiếu để tính. 

Công thức hình chiếu : Gọi hình (H) có diện tích S; hình (H’) là hình chiếu của (H) trên mặt 
phẳng (a) có diện tích S’; (p là góc giữa mặt phẳng chứa (H) và mp(a). Lúc đó, ta có công 
thức sau: s' = íS.cos (ị 0 

2.3.2. Các ví dụ mẫu 


Ví dụ 1: Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. 


Tính số đo của góc giữa (BA’C) và (DA’C) 

Giải: + Kẻ BH ±A'C, (HeA'C)(l) 

+ Mặt khác, ta có: BD _L AC (gt), 

AA' _L ( ABCD ) => AA' -LBD 
=> BD J_ (ACA ') => BD -L A'C (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: 

A'C J_ (BDH) => A'C _L DH. Do đó, 
{{BA'C),{DA'C)) = ( HB,HD ). 

+ Xét tam giác vuông BCA’ có: 

11 1 3 

BH 2 - BC 2 + BA' 2 ~ 2a 2 

^BH-aậ^DH-aị 



+ Ta có: 
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trung điểm của CC’. Tính cosin của góc giữa hai mp(ABC) và (AB’I). 

Giải: + Ta thấy tam giác ABC là hì nh chiếu vuông góc của tam giác ABT lên mặt phẳng 
(ABC). Gọi (p là góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (AB’Ị). Theo công thức hình chiếu ta có: 

s ABC 

cos ợ= . 

Ò AB'I 

1 2 /T 

+ Ta có: S Afír = ị. AB.AC .sin 120° = . 

ABC 2 4 


AI = yfÃC ĩ ^CĨ ĩ = ^ệ,AB' 
2 

Suy ra: Tam giác ABT vuông tại 


= ^AB 2 + BB' 2 = a 72, IB' = V B'C' 2 + IC a 

Anên S AB , I =ị.AB\AI=^^-. 

AB I 2 4 


gyjĩ 3 
2 


Vậy 



2.4. Bài tập 

Bài tập 1: (B-2008) Cho hì nh chóp S.ABCD có đáy ABCD là hì nh vuông cạnh bằng 2a, 

SA = a,SB = dyỈ3, ( SAB ) _L ( ABCD ). Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và BC. Tính 
cosin của góc giữa hai đường thẳng SM và DN? 


Bài tập 2: Cho hì nh chóp đều S.ABC cạnh đáy bằng a, cạnh bên bằng —A—. Tính góc 
giữa SA và mp(ABC) 

Bài tập 3: Cho hình chóp S.ABC, SA _L {ABC) 

a) Xác định góc giữa (ABC) và (SBC) 

b) Giả sử tam giác ABC vuông tại B xác định góc giữa hai mp (ABC) và (SBC) 

Bài tập 4: Cho hình chóp tứ giác đều s. ABCD đáy ABCD là hình vuông cạnh a, 
SA=SB=SC=SD=a. Tính cosincủa góc giữa (SAB) và (SAD). 
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Bài tập 5: Cho hình chóp SABCD, có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, tâm O; so _L 
(ABCD). Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh SA và BC. Biết 
(MN, (ABCD)) = 60°. 

a) TínhMN và so. 

b) Tính góc giữa MN và (SBD). 

Bài tập 6: Cho hình chóp SABCD, có đáy ABCD là hình vuông cạnh a; SA _L (ABCD) và 
SA = a Vó . Tính góc giữa: 

a) sc và (ABCD) b) sc và (SAB) c) SB và (SAC) d) AC và (SBC) 

Bài tập 7: Cho lăng trụ ABC.A'B'C', có đáy là tam giác đều cạnh a, AA' _L (ABC). 
Đường chéo BC' của mặt bên BCC'B' hợp với (ABB'A') góc 30°. 

a) Tính AA'. 

b) Gọi N là trung điểm của cạnh BB'. Tính góc giữa MN và (BA'C'). 

Bài tập 8: Cho lăng trụ ABC.A'B'C', có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A; AA' _L 
(ABC). Đoạn nối trung điểm M của AB và trung điểm N của B'C' có độ dài bằng a, MN 
hợp với đáy góc a và mặt bên BCC'B' góc p. 

a) Tính các cạnh đáy và cạnh bên của lăng trụ theo a và a. 

b) Chứng minh rằng: cosa=V2sinp. 

Bài tập 9: Cho hình chóp SABC, có đáy ABC là tam giác vuông cân với BA = BC = a; 
SA _L (ABC) và SA = a. Gọi E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và AC. 

a) Tính góc giữa hai mặt phẳng (SAC) và (SBC). 

b) Tính góc giữa 2 mặt phẳng (SEF) và (SBC). 

Bài tập 10: Cho hình chóp SABCD, có đáy ABCD là nửa lục giác đều nội tiếp đường 
tròn đường kính AB = 2a; SA 1 (ABCD) và s A = a V 3 . 
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a) Tính góc giữa 2 mặt phẳng (SAD) và (SBC). 

b) Tính góc giữa 2 mặt phẳng (SBC) và (SCD). 


Bài tập 11: Cho hình vuông ABCD cạnh a, SA 1 (ABCD) và SA = aVã. Tính góc giữa 
các cặp mặt phẳng sau: 

a) (SBC) và (ABC) b) (SBD) và (ABD) c) (SAB) và (SCD) 

/T 

Bài tập 12: Cho hình thoi ABCD cạnh a, tâm o, OB = ; SA _L (ABCD) và so = 

aVó 

~ 1 T' 

a) Chứng minh ASC vuông. 

b) Chứng minh hai mặt phẳng (SAB) và (SAD) vuông góc. 

c) Tính góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC). 

III. Các dạng toán về khoảng cách 

3.1. Dạng 1: Khoảng cách từ một điểm tói một mặt phẳng 

3.1.1. Cách xác định khoảng cách từ điểm M đến mp(P) 

Cách 1: 

+ Um mp(Q) chứa M và vuông góc với mp(P) theo giao tuyến A 
+ Từ M hạ MH vuông góc với A(//eA) 

+ MH = d(M,(P)) 

Cách 2: 

+ Kẻ A//(P). Ta có: d(M,(P))= d(A,(P)) 

+ Chọn N G A. Lúc đó, d(M,(P)) = d(À,(P))=d(AÍ,(P)) 
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Cách 3: 

, wmT _ r , d(M,(P)) MI 
+ Nếu MN n(P) = /. Ta có: =--7 

d(jv,(p)) M 

+ Tính d(Af,(P)) và 
+ d(M,(P)) = ^-.d(iV,(P)) 

Chú ỷ: Điểm N ở đây ta phải chọn sao cho tìm khoảng cách từN đển mặt phẳng (P) dễ hom 
tìm khoảng cách từ Mđến mp(P). 

3.1.2. Các ví dụ mẫu 

*) Ví dụ cho cách 1: 

Ví dụ 1: Cho hình chóp đều S.ABC, đáy ABC có cạnh bằng a, mặt bên tạo với đáy một góc 
a. Tính d(A,(SBC )) theo avà a. 

Giải: + Gọi I là trung điểm của BC. s 
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a) Tính d(A,(SBC )) 

b) Tính d(A,(SBD )) 

Giải: a) Kẻ AH _L SB (H e SB) (1) 

Ta có: SA _L ( ABCD ) => SA _L sc (*) và A5 _L BC (gt) (**). Từ (*) và (**) suy ra: 
BC _L (SAB) => BC _L AH (2). 

Từ (1) và (2) ta có: AH _L (SBC) hay d(A,(SBC)) = AH 

.. „ , 1 11 5 ÁTT 2a 

+ Mặt khác, xét tam giác vuông SAB có: ——7 = ——7 + —-r = —^7 => AM = —7= . 

* * AH 2 AB 2 SA 2 4 a 2 y/5 


Vậy, d(A,(SBC)) = -j= 

b) Gọi o = AC n BD 
Kẻ AK1SB (K eSO) (1) 

Ta có: SA J_ ( ABCD ) SA LBD (*) và AC1BD (gt) (**). Từ (*) và (**) suy ra: 

BD _L (SAC) => BC _L AK (2). 

Từ (1) và (2) ta có: AK _L ( SBD ) hay d(A,(SBD)) = AK 


+ Mặt khác, xét tam giác vuông SAO có: 


AK 


_Ị_ 

ÃÕ 1 


SA 2 


9 _ 

= r =>AK = ~Z~. 
4 a- 3 


Vậy, d(A,(SBD)) = y. 


Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD 
là hình vuông cạnh a, tam giác SAB đều, 

(SAB) _L ( ABCD ). Gọi I, F lần lượt là trung 
điểm của AB và AD. Tính dự,(SFC)) 

Giải: Gọi K = FC n ID 

Á 

1*4 

\\ Nv 

\ \ X. 

\ \ X. 

\ \ X. 

\ \ 

- 4- -V- ->c 

. Ah \ ^ 'X' 
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+ Kẻ IH1SK (H e K) (1) 


+ Ta có: 


(SAB) JL ( ABCD ) 

(, SAB ) n ( ABCD ) = AB 
SI c= (SA5) 

SI AAB 


=>SI± (ABCD) 


=>S/±FC(*) 


+ Mặt khác, Xét hai tam giác vuông AID và DFC có: AI=DF, AD=DC. Suy ra, 

AA/D = A DFC => AID = DFC, ADI = DCF mà 

AID + ADI = 90° => DFC + ADI = 90° hay FC-LID (**) 

+ Từ (*) và (**) ta có: FC _L (SID) => IH 1. FC (2). Từ (1) và (2) suy ra: ỈH _L ( SFC ) 
hay dự,(SFCỴ) = IH 


+ Ta có: 


S I= ĩỆj D = ĩẠ,-L ĩ = J- + J- = ị^DK = ĩặ 
2 2 DK 2 DC 2 DF 2 a 2 5 


>IK = ID-DK = 


W5 

10 


Do đó, 


1 1 _ 32 

IH 2 SI 2 + IK 2 - 9a 2 


> IH = —d— ■ Vậy, d(I, (SFC)) = —d— 


*) Ví dụ cho cách 2: 

Ví dụ 1: (B-2011) Cho lăng trụ ABCD.A’B’C’D’, ABCD là hình chữ nhật, 
AB = a, AD = ữv/3 . Hình chiếu 









Các dạng Toán về quan hệ vuông góc trong không gian 


d(B\(A' BD)) = d(B' C,(A' BD)) = d(C,(A' BD)) + Trong mặt phẳng (ABCD) kẻ 
A'OL(ABCD) 

CH JL BD, (H e BD) (1). Mặt khác, _ , ~ 

=> A'0 _L CH (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: CH _L (A'BD) => d(B\(A'BD)) = CH 

+ Xét tam giác vuông BCD có: —r = 1 1 => CH = a ^ . 

CH 2 BC 2 CD 2 3 a 2 4 

/3 

Vậy: d(B\(A'BD)) = CH = ^ 


Ví dụ 2: (A-2013) Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại A ABC = 30°, 
ASBC là tam giác đều cạnh a, (SBC) _L {ABC). Tính d(C,(SAB)) 


Giải: + Trong mặt phẳng (ABC) vẽ hì nh 
chữ nhật ABDC. Gọi M, I, J lần luợt là 
trung điểm của BC, CD và AB. Lúc đó, 
CD//(SAB) hay 

d(C,(SAB)) = d(CD,(SAB)) = d(I,(SAB)) 
+ Trong mặt phẳng (SU) kẻ 
IH _L SJ, (H eSJ) (1) 

Mặt khác, ta có: 

IJ LAB Ị 

SM 1 (ABC) => AB _L SM) 

=> AB1 (SIJ) =>AB±IH (2) 


S 



Từ (1) và (2) suy ra: IH _L (SAB) hay 
d(C,(SAB)) = IH 


+ Xét tam giác SU có: S su = ịlH.SJ = ịsM.U => IH = SM JJ . Với: 

su 2 2 SJ 


IJ=AC = BC. sin30° = ^, SM=^ệ, SJ=JsM 2 +MJ 2 

2 2 4 
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Do đó: IH = 



*) Ví dụ cho cách 3: 

Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD lả hì nh thang vuông tại A và D, AB=AD=a, 
CD=2a, SD JL ( ABCD ), SD=a. 

a) Tính dự), (SBC)) 

b) Tính d(A,(SBC)) 

Giải: Gọi M là trung điểm của CD, E là giao điểm của hai đường thẳng AD và BC. 
a) Trong mặt phẳng (SBD) kẻ DH _L SB, (H G SB) (1). 


s 


vuông tại B hay BC _L BD (*). Mặt khác, vì 
SD J_ (ABCD) => SD1BC (**). Từ (*) 
và (**)ta có: 


+ Xét tam giác vuông SBD có: 

1 _ 1 , 1 _ 3 _ r , tí _2aV3 

' 9 = 7777 + — 7T = ——r => T)H = 

DH 2 SD 2 BD 2 2 a 3 


BC 1 (SBD) => BC _L DH (2). Từ (1) và 
( 2 ) suy ra: DH _L (SBC) hay 


d (D, (SBC)) = DH 


+ Vi BM = AD = ^CD =>Tam giác BCD 


2a\Ỉ3 


D 



,c 


Ẽ 


Vậy, d(D,(SBC)) = ^^- 


d(A,(SBC)) AE AB 1 

b) Ta có: 77 — 7 -_ 77 = —— = 7 — = — 

d (D, (SBC)) DE CD 2 


= ị=> d(A,(SBCỴ) = ịd(d,(SBC)) = 
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Vậy, d(A,(SBC)) = ^Ệ- 


Ví dụ 3: (D-2011) Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B, BA=3a, 
BC=4a, (SBC) _L (ABC), SB = 2a\Ỉ3, SBC = 30°. Tính d (B, (SAC)) 


Giải: + Trong mặt phẳng (SBC) kẻ SM _L BC (M e BC); trong mặt phẳng (ABC) kẻ 
MN _L AC (N G AC); trong mặt phẳng (SMN) kẻ MH _L SN (N e SN). Suy ra, 

MH _L (SAC) zz> d(M,(SAC)) -MH 


+ Ta có: SM = SB. sin30° = a>J 3, 

BM = SB. cos30° =3a=> CM = a , 
AB.CM 3 a 

MN = —— = —. Xét tam giác vuông 
SMN có: 


1 1 1 

mh 2 ~ sm 2 + mn 2 


28 
= 9 a 2 


>d(M,(SAC)) = 


3 a 

V28 


>MH = 


3 a 

V28 


+ Mặt khác, ta có: 
d(B,(SAC)) _ BC 
d(M,(SAC))~ MC 


= 4 


> d(B,(SAC)) = 4.d(M,(SAC)) = 

V7 


S 



Vậy d(B,(SAC)) = ỉj=. 


3.2.Dạng 2: Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau 

3.2.1. Cách tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau d và d’ 

Cách 1: 

+ Xác định đường thẳng vuông góc chung của d và d’ 
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+ Tí nh độ dài đoạn vuông góc chung. 

Cách 2: 

+Tim mp(P) chứa d’ và song song với d 

+ Khi đó d(d,d') = d(d,(P)) = d(A,(P)) với A là một điểm bất kỳ thuộc d 

Chủ ỷ: mp(P) có thể có sẵn hoặc chủng ta phải dựng (Cách dựng: qua một điểm 
B G d'dựng đường thẳng A song song với d, lúc đó mp(P)=(d’,A)). 

3.2.2. Các ví dụ mẫu 

*) Ví dụ cho cách 1 

Ví dụ 1: Cho tứ diện ABCD có AB=a, tất cả các 
cạnh còn lại bằng 3a. Tính d(AB,CD ) 

Giải: 

+ Gọi I, J lần lượt là trung điểm của CD và AB. 

+ Vi ACD và ACD là các tam giác đều nên: 

CD _L AI, CD ± Zỉ/ => CD _L (AIB) => CD _L IJ (1) 

Mặt khác, A ACD = AACD nên tam giác AIB 
cân tại I. Do đó, IJ _L AB (2) 

+ Từ (1), (2) suy ra: u là đường vuông góc 
chung của AB và CD. c 

+ Ta có: 

3ữV3 j ịa^Ị _a\f26 

Vậy d(AB,CD) = ^p- 

Ví dụ 2: (A_2010) Cho hình chóp S.ABCD 
có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Gọi M, 

Ã 




A 
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N lần lượt là trung điểm của AB và AD, H là giao điểm của CN và DM, 

SH X ( ABCD),SH = aVã . Tính d(DM,SC) 

Giải: + Trong mp(SCH) kẻ HK-LSC(l), (KeSC). 

_ SH -L(ABCD) ) 

+ Mặt khác, ' y=>SH TDM (*) 

DM G (ABCD)\ 

Xét hai tam giác vuông AMD và DNC có AM=DN, AD=DC =^> AAMD = A PNC. Từ đó ta 
AMD = DNC Ị 

có: ADM = DCN ị => DNC + ADM = 90° => NHD = 90° hay DM X CN (**). 

AMD + ADM =90° 

Từ (*), (**) suy ra: DM X ( SCH ) => DM X HK (2). 

Từ (1), (2) suy ra: HK là đoạn vuông góc chung của DM và sc. 


+ Ta có: A HCD □ A DCN => HC = 


CD 2 a 2 2aV3 

CN ~yỊcD 2 -DN 2 ~ 3 


Xét tam giác vuông SHC ta có: —= —ỉ-r- + ~r- = -Ar HK = 

HK 2 HC 2 HS 2 3 a 2 5 


Vậy d(DM,SC) = HK 


asỊĩ5 


*) Ví dụ cho cách 2 
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AB / /(CA' B ') => d(AB, CB ') = d (AB, (CA 1 B ’)) = 

+ Tacó: , ' "_ + Trong mp(CU) kẻ 

= d(I ,(CA' B'Ỵ) B F 

IH _L CJ (1), (H G CJ) 

Ta có: A'B'±(ĨJ) (vì ABC. A’B’C’ là hình lăng trụ đứng) và IC-LA'B' (vì AABC là tam 
giác đều) nên A'B' JL {CIJ) ^IH _L A'B' (2). 

Từ (1), (2) suy ra: IH 1 (CA’5’) hay d(AB,CB') = IH 

+ Xét tam giác vuông CIJ có: —ỉ— = —+ -?r = => 

IH 2 IC 2 IJ 2 3a 2 a 2 3a 2 10 


Vậy í/(Afl, C5 ) = /// = 


Ví dụ 2: Cho hì nh chóp tứ giác đều S.ABCD 
bằng aV2.Tính d(AD,SB) 

Giải : +VĨ 

AD / / (SBC) => d(AD, SB) = d(AB, (SBC)) 
+ Gọi o là giao điểm của AC và BD. I, J 
lần luợt là trung điểm của AD và BC. 

+ Trong mp(SU) kẻ 
IH ±SJ,(H <e SJ) (1). 

Theo giả thiết ta có: 


có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh bên 


s 



SO _L (ABCD) => SO X BC 
IJ //AB => IJ _L BC 
=> IH _L BC (2) 


=> 5C1 (SIJ) 


Từ (1), (2) suy ra: IH _L (SBC) hay d(AD,SB) = ỈU 


+ Xét tam giác su có: S S JJ — \lH.SJ = \sO.IJ => IH = Với: IJ=a, 

5 su 2 2 SJ 

so = sísÃ 2 - ÃÕ 2 = aẶsj = SỈSB 2 - B? = ^. Suy ra: m = = 
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Vậy d(AD,SB ) = IH = 2a ^ 


Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABCD, có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, tam giác SAD là tam 
giác đều, (SAD) vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính d(SA,BD ) 


Giải : + Qua A kẻ đường thẳng d song 
song với BD. Gọi o là giao điểm của 
AC và BD; I, M lần lượt là trung 
điểm của AD và OD; N là giao điểm 
của d và IM. 

+ Ta có: 

d(SA,BD ) = d((SA,d),BD) = 

= d(M ,(SA,d)) 

+ Trong mp(SMN) kẻ 
MH _L SN (1), (H e SN) 


5 



, SI ±AD ) _ __ _ , . .. 

Theo giả thiết: _ _> => SI _L ( ABCD ) => SI _L d (*) Mặt khác ta có: 

(SAD) _L (ABCD)ị 

dllBD j 

BD _L AO L => ể/ _L MN (**). Từ (*), (**) suy ra: d _L (SMN) ^d-LMH ( 2) . Từ (1), (2) 
AO//MN} 

suy ra: MH _L (SA, d). 


+ Xét tam giác SMN có: S SMN = ]-MH.SN = ịsi.MN => MH = SỈ ' MN với 
5 SMN 2 2 SN 
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(SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi M là trung điểm của AB, mặt 
phẳng qua SM và song song với BC cắt AC tại N, góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) 
bằng 60°. Tính d(AB,SN) 

Giải : + Gọi I là trung điểm của BC. 

Do MN//BC nên N là trung điểm của AC. Do đó, IN//AB hay d(AB, SN ) = d(AB, ( SNI )). 

+ Trong mp(ABC) kẻ AJ _L IN, (J G IN) (*) 

Trong mp(SAJ) kẻ AH _L SJ,(H G SJ ) (1) 

, 2 . (5AỔ)T(AỔC)Ì _ _ _ , 

(SAC) ± (ABC)) 

Từ (*),(**)ta có: IN±(SAJ)^IN -LAH (2). Từ (1), (2)ta có: 

AH 1 (SIN) => d(AB, SN) = AH . 

+ Ta có: ((SBC),(ABC)) = SBA = 60° SA = AB.tanóO 0 = 2«V3 ; AJ = BI =a. 

^ VA++ _1 1 1 13 2 

+ Xét tam giác vuông SAJ có: -- = —- + =-- AH - a.. — . 

AH 2 SA 2 AJ 2 Yla 2 V13 

Vậy d(AB, SN) = AH = 

13 


3.3. Bài tập 


, , a V3 

Bài tập 1: Cho hình chóp S.ABCD, SA=a, các cạnh còn lại băng ị . Chứng minh: 

SA 1 sc. Tính d(S,(ABCD)) 

Bài tập 2: (D-2009) Cho hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’, đáy ABC là tam giác vuông tại 
B, AB=a, AA’=2a. Gọi M là trung điểm của A’C’, I là giao điểm của AM và A’C. Tính 
d(A,(IBC)) 


Bài tập 3: Cho hình chóp SABC, SA = 3a,&4 _L (ABC),AB = 2a,ABC = 120°. Tính 
d(A,(SBC)) 
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Bài tập 4: (D-2007) Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang , 

ABC = BAD = 90°, BA=BC=a, AD=2a, SA JL ( ABCD ), SA = ayỊĨ . Gọi H là hình chiếu 
của A trên SB. Chứng minh rằng tam giác SCD vuông và tính d(H, ( SCD )) 

Bài tập 5: Cho hình chóp S.ABCD, có đáy ABCD là hì nh thoi tâm o cạnh a, 

BCD = 60°đường cao SO=a. Tính d(AD,SB ) 

Bài tập 6: (D-2008) Cho hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy ABC là tam giác vuông 
cân tại B, BA=BC=a, AA' = ayị2 . Gọi M là trung điểm của BC. Tính d(AM,B'C) 

Bài tập 7: (B-2007) Cho hì nh chóp tứ giác đều S.ABCD có đáy ABCD là hì nh vuông cạnh 
a, E là điểm đối xứng với D qua trung điểm của SA Gọi M, N lần lượt là trung điểm của 
AE và BC. Chứng minh rằng: MN _L BD . Tính d(MN,AC ) 

Bài tập 8: Cho hình tứ diện OABC, trong đó OA, OB, oc = a. Gọi I là trung điểm của 
BC. Hãy dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của các cặp đường thẳng: 

a) OA và BC. b) AI và oc. 

Bài tập 9: Cho hình chóp SABCD, đáy ABCD là hình vuông tâm o, cạnh a, SA _L 
(ABCD) và SA = a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng: 

a) sc và BD. b) AC và SD. 

Bài tập 10: Cho tứ diện SABC có SA _L (ABC). Gọi H, K lần lượt là trực tâm của các tam 
giác ABC và SBC. 

a) Chứng minh ba đường thẳng AH, SK, Bc đồng qui. 

b) Chứng minh sc 1 (BHK), HK 1 (SBC). 

c) Xác định đường vuông góc chung của BC và SA. 

Bài tập 11: a) Cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng nếu AC = BD, AD = BC thì dường 
vuông góc chung của AB và CD là đường nối các trung điểm I, K của hai cạnh AB và 
CD . 


34 




Các dạng Toán về quan hệ vuông góc trong không gian 


b) Chứng minh rằng nếu đường thẳng nôi các trung điểm I, K của hai cạnh AB và 
CD của tứ diện ABCD là đường vuông góc chung của AB và CD thì AC = BD, AD 
= BC. 

Bài tập 12: Cho hình vuông ABCD cạnh bằng a, I là trung điểm của AB. Dựng IS _L 
/7 

(ABCD) và IS = Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, SD, SB. Hãy 
dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của các cặp đường thẳng: 

a) NPvàAC b) MN và AP. 

Bài tập 13: Cho hình chóp SABCD, có SA 1 (ABCD) và SA = aVó, đáy ABCD là nửa 
lục giác đều nội tiếp trong đường tròn đường kinh AD = 2a. 

a) Tính các khoảng cách từ A và B đến mặt phẳng (SCD). 

b) Tính khoảng cách từ đường thẳng AD đến mặt phẳng (SBC). 

c) Tính diện tích của thiết diện của hình chóp SABCD với mặt phẳng (P) song song 

aS 

vớimp(SAD) và cách(SAD) một khoảng bằng —. 

Bài tập 14: Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có AA' 1 (ABC) và AA' = a, đáy ABC là tam 
giác vuông tại A có BC = 2a, AB = a ylỉ. 

a) Tính khoảng cách từ AA' đến mặt phẳng (BCC'B'). 

b) Tính khoảng cách từ A đến (A'BC). 

c) Chứng minh rằng AB _L (ACC'A') và tính khoảng cách từ A' đến mặt phẳng 
(ABC). 

Bài tập 15: Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA _L (ABCD) 
và SA = 2a. 

a) Tính khoảng cách từ A đến mp(SBC), từ c đến mp(SBD). 
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b) M, N lần lượt là trung điểm của AB và AD. Chứng minh rằng MN song song với 
(SBD) và tính khoảng cách từ MN đến (SBD). 

c) Mặt phẳng (P) qua BC cắt các cạnh SA, SD theo thứ tự tại E, F. Cho biết AD 

a4ĩ 

cách (P) một khoảng là —, tính khoảng cách từ s đến mặt phẳng (P) và diện tích 
tứ giác BCFE. 

Bài tập 16: Cho hai tia chéo nhau Ax, By hợp với nhau góc 60°, nhận AB = a làm đoạn 
vuông góc chung. Trên By lấy điểm c với BC = a. Gọi D là hình chiếu của c trên Ax. 

a) Tính AD và khoảng cách từ c đếnmp(ABD). 

b) Tính khoảng cách giữa AC và BD. 

Bài tập 17: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi cạnh a và BAD = 60° . Gọi 
o là giao điểm của AC và BD. Đường thẳng so _L (ABCD) và so = ^ . Gọi E là trung 
điểm của BC, F là trung điểm của BE. 

a) Chứng minh (SOF) 1 (SBC). 

b) Tính các khoảng cách từ o và A đến (SBC). 
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c. KẾT LUẬN 

Qua đề tài này, một lần nữa chúng ta có thế khắng định về tầm quan trọng của hình học 
không gian đối với Toán học nói chung và Toán học phố thông nói riêng. Việc tiếp thu tốt 
phần này đòi hỏi nguời học có tính tưởng tượng phong phú, ngoài ra giáo viên cần trang bị 
cho các em một lớp các dạng toán và cách giải tương ứng. 

Trên đây là một số kinh nghiệm của bản thân được đúc kết trong quá trình giảng dạy, sẽ 
có nhiều thiếu sót mong quý thầy cô đóng góp ý kiến để cho đề tài được hoàn thiện và đi 
vào áp dụng. 

Xin chân thành cảm om! 
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